Formation d'une couche de glace a la surface d'un lac (partie maths)

I- Approche par les suites apres la résolution numérique a I'aide d'un tableur

On note h,, I'épaisseur de glace (en m) formée au bout de n secondes. Alors h, = 0.

N o a(Te—Tg)K
D'apreés la formule écrite sur tableur : | h,,; = h, + ————— pour tout n.
Lp(ahn+K)

Sur tableur, on peut facilement vérifier que la suite (h,,) n'est ni géométrique ni arithmétique.
On pense alors a utiliser une suite annexe.

K
Onpose:|v,=h,+ p = h, + v, | pour tout entier n (v,, est de méme dimension que h,,).

Ona:v =h +vy =h +M+v donc v =v +w ourtoutn>0
s Yn+1 n+1 0 n Lp(ahn+K) 0 n+1 n van p = Y.

- . L K a
On étudie donc la suite (v,,) définie par| vy =— et v, =v,+— pourn=>0| avec a=
a Vn

Sur tableur la suite semble "presque” constante. Elle n'est pourtant ni arithmétique, ni géométrique.

Méthode 1 : recherche uniqguement de la limite

La suite (v,) est strictement croissante sur N (v,,+; — v, > 0 pour tout n).
Elle n'a donc que deux options : diverger vers +co ou converger vers une limite finie x.

(Te—To)K

~1,4.1077.

a a
Si on suppose qu'elle converge, x vérifie I'équation : x =x + " qui en fait n'admet pas de solution ( " #0).

Onen déduitque lim v, =+o.

N— +00

K i N
Comme h,, = v,, — — pour tout entier n, on aura aussi | lim h, =+o0|.
(24

N— +o0

Meéthode 2 : recherche d'une formule dépendant de n

On pose| u,, = v2 | pour tout n.

2
a a .
Ona:upy, = viy = (v, +— )2=v,°+2a+— pour tout entire n.
Un Un

2(To—Ty)K a? To—T4)?K?
_ (Te—Ta) ~310~7 et _2_(e a)

= ~1071.
Lp vn L?p*vy

Avec:v,> =~ 21073 et 2a

2

Si on néglige le dernier terme, on trouve : u,,., = u, + 2a pour tout n
donc la suite (u,,) est "quasi" arithmétique avec u, = vy> d'ol: wu, = vy*>+ 2an pour tout n.

Alors : v,% = (h, + vy)? = v,* + 2an = v',*> pour tout n

2a
donc h, = \/v,® + 2an — v, = vo(\/l +ns — 1) sionpose s = o (avec hy,, > 0).
0

Vérification sur tableur : on trouve a peu prés les mémes valeurs que pour h(t).

. K . 2a*(Te=Ta) .
On valide donc | h, == (Vi+ns—1)| pourtoutentier navecs= # et on trouve bien

lim h, = +oo].

N— +o0




Remarque pour les puristes :

En mathématiques, on néglige rarement des termes !!!

!

Une méthode plus rigoureuse consiste a minorer chaque terme u,, par vy2 + nr = v',* (terme de la suite arithmétique

précédente) :

2

a a . R

Vi = (v + ;)2 =v?+2a+ i v;%2+ 2a donc v;,,*— v;? > 2a pour tout entier i.
4 |3

En additionnant toutes les inégalités pour i allant de 0 a n — 1 (principe du télescopage), on obtient :

v,2 —vy2>2an dou: v,%> 2an+vy* pour tout entier n >0 (on reconnait : u, > v',* pour tout n).

On obtient : v, > \/2an + v,? (car v, > 0) avec v, = h,, + v, pour tout entier n > 0.
/ : 2a _2a*(T.—T
Donc hy, >y/2an + vy? — v = vo(Vsn +1—1) sion poses:ﬁ:‘a (L;K Ta),
0

La limite du membre de droite vaut +co donc onabien lim h, =+w.

N— +o0

Erreur commise par I'approximation de u,, = v, par v',?:

i=n-1

1 1 )
&, =a%x Z— aveC 0<—<————<—— pouri>1
= v;? V¢ 2ai+ve°  2ail

2 In 2 1
Alors 0<¢g, < a—+§x Zl_}<a—+g+é><ln(n—1) car —<Ini—In(i—1) pouri=>2.
Vo2 2 SHhovg? 22 l

Prenons n = 10° : le membre de droite vaut environ 1076 donc I'erreur sur v, % est minime (avec v, % ~ 2.1073).
Pour n = 3600 : l'erreur sur vs4q,2 est inférieure a2 7.1077.

II- Modéle continu
Préambule :

a(Te—Ta)K
Lp(ah(t)+K)

dh h(t+dt)—h(t) .
avec P ®= —a taux d'accroissement entre t et t + dt.

) dh
On a montré que — (t) =
dt
a(Te—Ty)K

Lp(ah(t)+K)'
On cherche donc une fonction h dérivable sur [0 ; +oo[ qui vérifie cette condition, avec h(0) = 0.

Si on passe a la limite quand dt tend vers 0, on obtient : h'(t) =

Méthode 1 :
On reprend la formule trouvée avec les suites ou n était le nombre de secondes écoulées donc n =t.

2a%(To—Ty)

K
- — > =
Alors h(t) (\/1 + st 1) pourt>0 avecs Lp

Cette fonction est bien dérivable sur [0 ; +oo[ et on peut montrer qu'elle vérifie la condition sur la dérivée et h(0) = 0.



Méthode 2 : par recherche de primitive

. . a(Te—=Tg)K
On cherche une fonction h dérivable sur [0 ; +oo telle que (ah(t) + K) h'(t) = T

. 2a*(Te—To)K
soit 2ah'(t)x(ah(t) + K) = ———%—

Lp
. . L, 2a%(Te—Ty)K
On reconnait la forme 2u'(t)xu(t) qui est la dérivée de u?(t) alors : (u2(t))' = T pour tout t > 0.
Or, les seules fonctions dont la dérivée est constante sont les fonctions affines.
Ly 2a*(Te—To)K
On en déduit que u2(t) = (ah(t) + K)2 = T xt+C.
Or, pourt=0, h(0) =0 donc : K2=C.
2a%(Te—Ty)K 2a?(Te-T,

Onaalors : (ah(t) + K)Z:(e—a) xt+K2= KZ(M x t+ 1) = K2(1 + st).

Lp LpK

2a%(To—Tg)

K
On retrouve bien alors : h(t) = - (\/1 + st — 1) pourt>0 avecs= Lok
Derniere remarque pour les puristes :
Le modéle continu confirme totalement I'approximation faite dans la premiere partie avec les suites.

En fait, pour ce type de fonction qui Vérifie une équation différentielle du type y y' = a la méthode d'Euler conduit & une suite

a . L X
dutype v 41 = v, + o I'erreur commise alors dans I'approximation de v, par v, correspond exactement a celle

n
commise par la méthode d'Euler !

IIT- Etude des fonctions
Fonction h
h'(t) > 0 avec T, > T, donc la fonction h est croissante sur [0 ; +oo[.

De plus on montre facilement par composition que lim h(t) = +oo car s > 0.
t— +oo

Fonction T

KT +aT,h(t) KT, +T,K(JL+st-1) KT, —KT, +KT,Jl+st T, -T,

ah(t)+K K(W1+st-1)+K K1+ st V1+st

To(t) = +T, pour toutt>0.

Comme s > 0, la fonction affine : t - 1 + st est croissante sur [0 ; +oo[,
par composition la fonction : t — /1 + st est croissante

et la fonction : t — est décroissante.

V1+st

. Te_Ta
Comme T, > T, alors la fonction : t —»

Vi+st

est aussi décroissante.

On en déduit que la fonction T, est décroissante sur [0 ; +oof.

De plus, comme lim v1+st =+o0 (cars>0), alors lim Ty(t)=T,.
t t— +o

-+



