
Une énigme vieille de 350 ans
La longue marche vers la démonstration
XXe siècle : une résolution en 4 temps

Le fabuleux destin du théorème de Fermat

A.-M. Aebischer

IREM de Franche-Comté

A.-M. Aebischer 1/33



Une énigme vieille de 350 ans
La longue marche vers la démonstration
XXe siècle : une résolution en 4 temps

1 Une énigme vieille de 350 ans

2 La longue marche vers la démonstration

3 XXe siècle : une résolution en 4 temps

A.-M. Aebischer 2/33



Une énigme vieille de 350 ans
La longue marche vers la démonstration
XXe siècle : une résolution en 4 temps

Pierre de Fermat

Pierre de Fermat
(1605 ?-1665)
Conseiller

au parlement de Toulouse
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Pierre de Fermat

« J’ay si peu de
commodité d’escrire mes
démonstrations, que je me
contente d’avoir découvert
la vérité et de sçavoir le
moyen de la prouver,
lorsque j’auray le loisir de
le faire. »
« Je ne doute pas que la
chose n’eût pu se polir
davantage, mais je suis le
plus paresseux de tous les
hommes. »
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Une énigme vieille de 350 ans

On ne peut exprimer un cube comme

une somme de deux cubes, un bicarré

comme une somme de deux bicarrés,

et plus généralement une puissance

parfaite comme une somme de deux

mêmes puissances.

J’en ai découvert une
démonstration tout à fait re-
marquable. Mais ma marge
est trop étroite pour la
contenir.
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L’énigme

Autrement dit :

L’équation
xn + yn = zn

n’a pas de solutions entières (non triviales) pour n > 3.

Cette affirmation est le dernier théorème de Fermat.
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ne fut résolue qu’en 1995 !

Passioné depuis l’enfance par le théorème de Fermat ...

Andrew Wiles
23 Juin 1993
Cambridge

je crois que je m’arrêterai là !
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Le cas n = 2

Les mathématiciens de l’antiquité (Pythagore, Platon, Euclide) ont
complétement résolu l’équation (en nombres entiers)

x2 + y2 = z2

Les solutions sont les entiers (x , y , z) de la forme

(x = 2nm, y = n2 −m2, z = n2 +m2) avec n et m entiers

.

Exemple : n = 2,m = 1, alors x = 4, y = 3 et z = 5.

A.-M. Aebischer 8/33



Une énigme vieille de 350 ans
La longue marche vers la démonstration
XXe siècle : une résolution en 4 temps

Une démonstration de Fermat pour n = 4

Sa méthode est restée célèbre sous le nom de
descente infinie de Fermat.
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La descente infinie

Fermat a plutôt étudié l’équation

X 4 + Y 4 = Z 2

Si (x , y , z) vérifie x4 + y4 = z4, alors (x , y , z2) vérifie

X 4 + Y 4 = Z 2

Donc, si l’équation X 4 + Y 4 = Z 2 n’a pas de solutions entières,
l’équation x4 + y4 = z4 non plus !
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La descente infinie

Fermat a alors montré que s’il existe une solution (x , y , z) à
l’équation X 4 + Y 4 = Z 2, il pouvait en fabriquer une autre
(x ′, y ,′ z ′) avec z ′ < z .

Or, il est impossible de descendre infiniment dans les entiers
naturels...
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Fermat a prouvé le cas n = 4.
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Soit (a, b, c) vérifiant : a8 + b8 = c8

ou encore (a2)4 + (b2)4 = (c2)4

Alors (a2, b2, c2) est solution de X 4 + Y 4 = Z 4. IMPOSSIBLE !

Donc l’équation x8 + y8 = z8 n’a pas de solution.
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On peut éliminer de la liste des entiers les multiples de 4.
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(1753) Euler démontre le cas n = 3.
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On peut éliminer de la liste des entiers les multiples de 3.

Il suffit de démontrer le théorème de Fermat pour des exposants
premiers.
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Sophie Germain

Sophie Germain (1776 - 1831) ;
mathématicienne et physicienne de
talent ;
elle élabore une méthode pour prouver
le théorème de Fermat dans un grand
nombre de cas (1825).

Elle crée une avancée significative dans la recherche autour du théorème.
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Bref...

En 1857 :

le théorème a été vérifié pour presque tous les entiers inférieurs
à 100 ;
certains entiers font de la résistance ;
il n’y a plus de progrès significatifs ;
le théorème de Fermat tombe progressivement dans l’oubli.

A.-M. Aebischer 18/33



Une énigme vieille de 350 ans
La longue marche vers la démonstration
XXe siècle : une résolution en 4 temps

En 1908, Paul Wolfskehl institue une
récompense de 100 000 marks pour
la démonstration du théorème de Fer-
mat.
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Cher. . .. . .
Vous nous avez soumis une démonstration du théorème de Fermat.
La première erreur se trouve :
Page : . . .. . . Ligne :. . .. . .
Ceci invalide votre démonstration.
Bien cordialement,

Pr. E. Landau
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J’ai trouvé une erreur dans votre démonstration.
Cette page est trop étroite pour contenir tous les détails de la
réfutation.

Je ne suis pas qualifié pour analyser votre preuve.
Voici l’adresse d’un expert qui pourra l’analyser :

(adresse de l’auteur de la précédente proposition de démonstration
fausse)
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Des objets mathématiques nouveaux

les courbes elliptiques (E) ;
les formes modulaires (M).

Chaque objet existe dans un domaine bien spécifique de la

théorie des nombres

Sans rapport ?

Chacun peut être caractérisé par une série de nombres : "son ADN".

(E) (E1,E2, . . . ,En, . . . )

(M) (M1,M2, . . . ,Mn, . . . )
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Acte 1 : Tanyama/ Shimura

Tanyama

Shimura

Colloque Tokyo (1955)
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Acte 2 : 1984

Y. Hellegouarch G. Frey

Hellegouarch (Thèse à Besançon !) puis G. Frey ont l’idée
d’associer une courbe elliptique à une hypothétique solution du
théorème de Fermat.

→ Il semble que cette courbe ne soit pas modulaire !
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Acte 3 : 1986

K. Ribet

1986 : Ken Ribet démontre la conjecture de Frey....

S’il existe une solution à l’équation de Fermat, la courbe elliptique qui lui est
associée n’est pas modulaire.
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Bref...

Théorème de Fermat

FAUX

(existence d’une solution)

⇒

Conjecture T.S.W.

FAUSSE

(une certaine courbe
elliptique n’est pas

modulaire)
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Ou alors ...

Théorème de Fermat

VRAI

(pas de solution)

⇐

Conjecture T.S.W.

VRAIE

(toute courbe elliptique est
modulaire)
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Acte 4 : Andrew Wiles
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Acte 4 : Andrew Wiles

Andrew Wiles
23 Juin 1993
Cambridge

je crois que je m’arrêterai là...
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Acte 4 : Andrew Wiles

Octobre 1993 : une faille dans la démonstration ?
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Acte 4 : Andrew Wiles

1995
résultat validé et publié !
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Merci de votre attention !
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